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به روش بدون المان گالرکین و مقایسه نتایج آن  FRPتعیین تنش برشی و نرمال در مرز مشترک بتن و ورق 

 با نرم افزار المان محدود آباکوس

 
 مجتبی حقگو

 .ایران رشت، گیلان، دانشگاه فنی، دانشکده سازه، -عمران دکترا دانشجوی

  آرش بهار

 .ایران رشت، گیلان، دانشگاه فنی، دانشکده عمران، گروه ، استادیار

 

 

 دهیچک
دست آوردن توزیع تنش های الاستیک خطی، برای به( در چارچوب فرضEFGدر این مقاله، مدلی بر اساس روش المان آزاد گلرکین )

توسعه داده شده است. در این مدل، رفتار لایة چسب میان سطوح با استفاده از خواص  FRPبین سطحی در تیر بتنی تقویت شده با ورق 

های جابجایی استفاده برای تقریب کل میدان MLSالاستیک آن به صورت فنرهایی خطی در نظر گرفته شده است و از توابع تقریب 

شده است. همچنین با در نظر گرفتن شرط چسبندگی کامل میان سطوح نیز نتایج محاسبه و ارائه گردیده است. نتایج این مدل با مدل 

FEM افزار آباکوس برای تیر و ورق در نرمFRP  مقایسه شده است. نتایج نشان می دهد که روشEFG  انطباق خوبی با نتایج مدل

در مقادیر تنش برشی و  FRPآباکوس دارد. در انتهای کار مطالعه پارامتریک انجام شده است و تأثیرات ضخامت لایه چسب و ورق 

 .نرمال چسب بررسی شده است

 

  .، لایه چسب، تنش برشی، لایه چسبندهFRPورق ی: دیکل یاهژهوا

                                                   
  نویسنده مسئول: bahar@guilan.ac.ir  



 آرش بهار، مجتبی حقگو

 اول، شمارۀ دهمهف/ تحقیقات بتن، سال  11

 مقدمه -1

طی دو دهه ی اخیر تقویت تیرهای بتنی با چسباندن صفحات 

مورد توجه بسیاری قرار گرفته است. این روش  FRPفولادی و یا 

دلیل بهبود قابل ملاحظه در سختی و استحکام یک سازه ی به

 تواند درموجود با کمترین اثر بر روی سایر المانهای مجاور، می

رین تمهندسی سازه بسیار مفید باشد. نشان داده شده است که مهم

ر و دا شدن تیدلیل جحالت شکست در این تیر تقویت شده، به

صفحة تقویت کننده در اثر تنش های نرمال و برشی بین سطحی 

در سطح اتصال آنها رخ می دهد. این تنش ها به خصوص در نقاط 

انتهایی تماس ورق و تیر، تمرکز تنش بسیار زیادی را نشان می 

ا هدهند که یکی از مهم ترین عوامل جدایی و شکست این سازه

طحی و های بین ساری برای تعیین تنشاست. کارهای تجربی بسی

. با این حال [7-0]از بتن انجام گرفته است  FRPفرایند جدا شدن 

ها با با توجه به پیچیدگی میدان تنش در سطح میانی، این روش

های نرمال و برشی در توزیع تنش هایی روبرو هستند.دشواری

سطح تماس و در نتیجه پدیدۀ جدا شدن دو سطح بسیار پیچیده 

ور های تقریبی به منظاست. کارهای تحلیلی بسیاری با ارائة مدل

فته های بین سطحی انجام گرهای بسته برای تنشدستیابی به حل

 هایهای متفاوتی در مورد توزیع تنشها فرضدر این روش .است

مطرح  FRPی چسب و همچنین بتن و نرمال و برشی در لایه

ها با اعمال معادلات تعادل و سازگاری، گردیده است. این حل

ه ناحیه الاستیک محاسب های نرمال و برشی بین سطوح را درتنش

ا و ه، در این حلگذار. تعداد زیاد پارامترهای تأثیر[13-8]کنند.می

گاهی مختلف از جملة دشواری حل برای شرایط هندسی و تکیه

 های مبتنی بر این رویکرد است.ایرادات وارد بر حل

های عددی های آزمایشگاهی و تحلیلی، انواع روشدر کنار روش

، اجزاء محدود توسعه [38-14]های اجزاء محدودهمچون روش

حی و های بین سطسازی و تحلیل تنشنیز برای شبیه [41-31]یافته 

بینی جدایش سطوح بتن و صفحات تقویت کننده به کار پیش

های عددی با توجه به این که فرضیات گرفته شده است. روش

های ند پاسختوانها لحاظ می شوند، میکنندۀ کمتری در آنساده

مناسب تری به دست دهند. با این حال مسالة مش بندی و همگرایی 

ها ایجاد کند. این ها نیز می تواند مشکلاتی در این روشاین روش

                                                   
1 Cohesive Zone 

روش ها گاه در ارتباط با روش های تحلیلی ارائه گردیده اند. در 

حل های مبتنی بر اجزا محدود، گاه از مفاهیم مکانیک شکست 

برای پیش  0و گاه از مدل های چسبنده کوهسیو [43, 37, 16-18]

 .[44, 44, 38]ی جدایش سطوح استفاده شده است بین

های یک های تحلیلی و عددی، انواع مدلطور کلی در روشبه

 ای و سه بعدی برای مسألة تیر تقویتبعدی، دو بعدیِ تنش صفحه

های یک بعدی هم تیر و هم ورق اند. در مدلشده ارائه گردیده

FRP در [13]های واحد یک بعدی مدل گردیده اندبا المان .

های دو بعدی و سه بعدی، بتن با المان های صفحه ای دو بعدی مدل

معمولا به  FRPو المان های جامد سه بعدی مدل گردیده و ورق 

. در [36]ه ای یا پوسته ای مدل می شودصورت المان های صفح

و بتن، گاه لایه چسب به صورت  FRPبررسی چسبندگی ورق 

 [17, 14, 14]گاه با قید چسبندگی کامل، [16]فیزیکی مدل گردیده

، [46, 31-18]و گاه با در نظر گرفتن لغزش نسبی میان دو سطح

بدون حضور چسب مدل ارائه گردیده است. در بعضی از موارد 

. در این [47, 46]اند های خطی و غیر خطی  بررسی شدههم  روش

استفاده شده  FRPپژوهش از قید چسبندگی کامل بین بتن و ورق 

است و برای تعیین تنش های وارده در مرز مشترک بتن و ورق 

FRP .از حل عددی بدون شبکه گالرکین استفاده شده است 

که در  های عددی هستنداز روش ایدستهبدون شبکه  هایروش

  سالهای اخیر مورد توجه بسیاری ازمحققان قرار گرفته است.

های بدون شبکه تنها از مجموعه ای از گره ها که داخل دامنه روش

سازی معادلات استفاده و مرزها پخش شده اند برای گسسته

د بندی متعارف ماننها نیازی به شبکهدر این گونه روشکند. می

-تقریب رد و، وجود ندااستحدود نیاز های المان مآنچه در روش

های عددی حل معادله دیفرانسیلی، نه بر مبنای المان ها و روابط 

 ها(ره)گای از نقاطها، بلکه بر مبنای مجموعهپیوستگی بین آن

انجام می پذیرد و هیچ گونه المان بندی و یا مشخصات و ویژگی 

سسته گ هایی برای پیوستگی نقاط مشترک برای ساخت معادلات

ها برای مساله تیر از این رو توسعة این مدل  .[48]سازی نیاز نیست

تواند تقویت شده، در حل مشکلات مربوط به وابستگی به مش، می

های یکی از روش [41] 1الرکینراهگشا باشد. روش المان آزاد گ

برای  MLSمحبوب و پرکاربرد بدون شبکه است که از روش 

2 Element Free Galerkin 
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 کند.ها استفاده میتقریب جابجایی

ئه شده، روش المان های عددی ارای حلدر این پژوهش، در ادامه

های الاستیک خطی، برای حل آزاد گلرکین در چارچوب فرض

توسعه داده شده است.  FRPمساله تیر بتنی تقویت شده با ورق 

، با توجه به پایداری EFGباوجود حجم بالای محاسبات در روش 

بالای آن، از این روش می توان برای محاسبة میدان پیچیدۀ تنش 

استفاده نمود. بدین منظور مدل دو بعدی  FRP در سطح میان بتن و

، 0تنش صفحه ای برای تیر تقویت شدۀ نشان داده شده در شکل

ارائه گردیده است. برای مدل سازی چسبندگی سطوح، هم از 

فرض چسبندگی کامل با استفاده از روش پنالتی و هم از مدل 

برای شبیه سازی رفتار الاستیک ایزوتروپیک  [18]فنرهای خطی

بودن  ض ثابتلایة چسب استفاده شده است. در مدل ارائه شده با فر

های تنش نرمال و برشی در میدان تنش در عرض لایة چسب میدان

سطح تماس به دست آورده شده اند. نتایج حاصل با نتایج مدل 

مقایسه  Abaqusمشابه روش اجزاء محدود در نرم افزار 

اند. در بخش بعدی مفروضات در نظر گرفته شده در این گردیده

 .شودحل تحلیلی ارائه می
 

 
 FRPتیر بتنی و ورق  -0کلش

 

 فرضیات مسئله -2

 در این پژوهش از فرضیات زیر استفاده شده است.

 اثر و دهند می نشان خود از خطی کشسانی رفتار FRPبتن و  -

ین فرض است. همچن شده گرفته نادیده بتن در فولاد تقویت کننده

شده است که تیر بتنی ترک نمی خورد که با توجه به هندسه و 

 تیر در این تحقیق، فرض قابل قبولی هست. طول

 لایه چسب رفتار خطی دارد. -

 و بتن برقرار است. FRPچسبندگی کامل بین ورق  -

( مورد MLS) حداقل مربعات متحرکدر بخش بعدی تابع 

 .ارائه می شود EFGاستفاده در روش 

 MLSایجاد توابع تقریب  -3

به صورت  𝑢ℎ(𝒙)با تابع   𝑢(𝐱)، تابع نامعلوم  MLSبنابر روش 

 شود:زیر تقریب داده می

(0) 𝑢ℎ(𝒙) = ∑𝑝𝑗(𝐱)𝑎𝑗(𝐱)

𝑚

𝑗=1

= 𝐩T(𝐱)𝐚(𝐱) 

 𝐚(𝐱)ای و ی چند جملهبرداری از توابع پایه 𝐩(𝐱)که در آن 
بستگی دارد. همچنین  𝐱برداری از ضرایب نامعلوم بوده که به مکان 

m ی رایج در روش تعداد جملات توابع پایه است. توابع پایه

MLS 1ی های مرتبهباشند. پایهمی 1ی ی خطی و مرتبهتوابع پایه 

 گردند:صورت زیر بیان میدر فضای دو بعدی به

(1) 𝐩T = [1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2] 
ار داز کمینه کردن تابع مربع وزن 𝑎𝑗(𝒙)ضرایب  MLS در روش

 ردد:گآیند. این تابع به صورت زیر بیان میبه دست می باقیمانده

(3) 𝐽 = ∑𝑊(𝐱 − 𝐱𝐈)[𝐩
T(𝐱𝐈)𝐚(𝐱) − 𝑢𝐼]

2

𝑛

𝐼=1

 

تعداد  nپارامترهای گرهی مربوط به متغیر میدان و  𝑢𝐼که در آن 

ی است که در درون دامنه 𝐱ی موجود در اطراف نقطه هایگره

𝑊(𝐱پوشش قرار دارند. همچنین  − 𝐱𝐈)  تابع وزن است. در این

ا ی خمش صفحات به پیوستگیِ تکه در مسالهپژوهش با توجه به آن

استفاده  4 یی دومِ مشتقات نیاز است،  از تابع وزن اسپیلاین مرتبهمرتبه

 ردد:گشده است. در حالت یک بعدی این تابع به صورت زیر بیان می

(4) 𝑊(𝑟) = {
1 − 6𝑟2 + 8𝑟3 − 3𝑟4   𝑓𝑜𝑟 0 ≤ 𝑟 ≤ 1

0                                  𝑓𝑜𝑟 𝑟 ≥ 1
 

ی پوشش برابر صفر باشد. بایست در خارج از دامنهتابع وزن می

توان به صورت دلخواه انتخاب کرد. ی پوشش را میشکل دامنه

-رههای مربعی و دایی پوشش شکلهای دامنهپرکاربردترین شکل

ده مربعی استفاده شی پوشش ای هستند که در این پژوهش از دامنه

رت توان به صوی پوشش مربعی را میاست. تابع وزن در یک دامنه

 زیر بیان کرد:

(4) 𝑊(𝒓) = 𝑊(𝑟𝑥)𝑊(𝑟𝑦) 

 که در آن:

(6) 𝑟𝑥 =
‖𝑥 − 𝑥𝐼‖

𝑑𝑥
     ;   𝑟𝑦 =

‖𝑦 − 𝑦𝐼‖

𝑑𝑦
         

ای تعیین گردند که به بایست به گونهمی 𝑑𝑦و  𝑑𝑥پارامترهای 

ی پوشش قرار بگیرد. یک انتخاب در درون دامنه تعداد کافی گره



 آرش بهار، مجتبی حقگو

 اول، شمارۀ دهمهف/ تحقیقات بتن، سال  14

ابع ای باشد که مقادیر تگونهتواند بهمناسب برای این پارامترها می

ی پوشش به سمت صفر میل دهد. طور هموار در مرز دامنهوزن را به

-به ترتیب برابر نصف طول دامنه 𝑑𝑦و  𝑑𝑥بایست برای این کار می

باشند. در این پژوهش از این مقادیر  yو  xی پوشش در جهات 

 استفاده شده است. 𝑑𝑦و  𝑑𝑥برای 

 یرا با کمینه کردن تابعی ارائه شده در رابطه 𝐚(𝐱)حال ضرایب 

 توان به دست آورد:به شکل زیر می( 3)

(7) ∂𝐽

∂𝐚
= 0 

 شود:که به دستگاه معادلات خطی زیر منجر می

(8) 𝐀(𝐱)𝐚(𝐱) = 𝐁(𝐱)𝐔𝐬 

 که در آن

(1) 𝐀(𝐱) = ∑𝑊(𝐱 − 𝐱I)𝐩(𝐱I)𝐩
T(𝐱I)

𝑛

𝐼=1

 

(01) 𝐁(𝐱) = [𝑊(𝐱 − 𝐱1)𝐩(𝐱1), … ,𝑊(𝐱
− 𝐱n)𝐩(𝐱n)] 

(00) 
𝐔𝐬 = {𝑢1   𝑢2  …  𝑢𝑛}𝑇 

تابع مقدار تابع وزن و مقدار توابع پایه در  B و Aهای ماتریس

مشتق  یها نیز به سادگی و با محاسبهها هستند و مشتقات آنگره

در  (00)ی با جایگزین کردن رابطه  تابع وزن قابل محاسبه است.

 توان به صورت زیر نوشت:را می MLS، تقریب (0)ی رابطه

(01) 𝑢ℎ(𝒙) = ∑𝜙𝐼(𝐱)𝑢𝐼

𝑛

𝐼=1

= 𝚽(𝐱)𝐔𝐬 

ماتریس توابع شکل بوده و به صورت زیر  𝚽(𝐱) (،01)یدر رابطه

 شوند:تعریف می

(03) 𝚽(𝐱) = [𝜙1(𝐱)  𝜙2(𝐱)…  𝜙𝑛(𝐱)] 
           = 𝐩T(𝐱)𝐀−𝟏(𝐱)𝐁(𝐱) 

ی همانطور که در بخش بعدی مشاهده خواهد شد، در محاسبه

در  ی اول متغیرهای میدان )کههای سختی به مشتقات مرتبهماتریس

های جابجایی درون صفحه هستند( نیاز است. در نتیجه اینجا  مؤلفه

 MLSبایست مشتقات توابع شکل محاسبه گردند. در روش می

-اند، روند مشتقها تابع مکانچون هم توابع پایه و هم ضرایب آن

روند  [41]های بیشتری دارد. بلیچکو و همکارانگیگیری پیچیده

پیشنهاد  MLSی مشتقات توابع شکل سر راستی را برای محاسبه

خاصیت دلتای  MLSشود که توابع شکل یادآوری میدادند. 

𝜑𝐼(𝑥𝐽)کرونیکر را ندارند ) ≠ 𝛿𝐼𝐽 و نتیجتا مقادیر پارامترهای )

𝑢ℎ(𝑥𝐼)ها برابر نیستند)غیر میدان در گرهگرهی با مقادیر مت ≠

𝑢𝐼.در ادامه مدلسازی رفتار چسب با فنر خطی ارائه می شود .) 

 

 سازی رفتار چسب با فنر خطیمدل -4

در این بخش، رفتار الاستیک و انرژی تغییر شکل چسب با فنرهای 

شود. بدین منظور المانِ لایه چسب خطی معادل مدل سازی می

 مورد بررسی قرار گرفته است. 1شکل شماره مطابق 
 

 
 معادل سازی لایه چسب با فنر خطی -1شکل

 

یر توان مجموع سه تغیای را میتغییر شکل کلی این المان صفحه

شکل برشی، کششی در راستای ضخامت و کششی در راستای طول 

های ارائه شده برای ی چسب در نظر گرفت. در عموم مدللایه

نرمال طولی که همانند تغییر شکل طولی چسب  چسب، از تنش

های عمودی و برشی وارد بر چسب صرف نظر است، در برابر تنش

های چسب نازک و بسیار بلند )که در شده است. این فرض در لایه

ی ما شرایط آن برقرار است( بسیار منطقی و قابل توجیه است. مساله

ی و نرمال عمود بر لایههای برشی در نتیجه در اینجا تنها اثر تنش

نشان داده  3شود. همانطور که در شکلچسب در نظر گرفته می

ر ها در لایة نازک چسب، تغییشده است، با فرض ثابت بودن تنش

 صورت زیر بیان کرد:توان بهشکل برشی را می
 

 
 تغییر شکل برشی لایه چسب را نشان می دهد -3شکل
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(04) 𝛾𝑥𝑦 ≈ tan(𝛾) =
𝑢𝑥

(2)
− 𝑢𝑥

(1)

𝑡
 

-، می4تغییر شکل نرمال در جهت ضخامت را نیز با توجه به شکل

 ( تقریب زد:04ی )توان با رابطه
 

 

 
 تغییر شکل عمودی چسب را نشان می دهد -4شکل

 

(04) 
휀𝑦 =

𝑢𝑦
(2)

− 𝑢𝑦
(1)

𝑡
 

رشی های نرمال و ببا در نظر گرفتن رفتار خطی برای چسب، تنش

توانند با استفاده از فنرهای معادل عمودی و برشی میان تیر و می

در نظر گرفته شوند. مقدار سختی بر واحد عمق تیرِ این  FRPورق 

𝐾𝑛فنرهای عمودی و برشی به ترتیب  = 𝐸𝑎/𝑡 و 

 𝐾𝑡 = 𝐺𝑎/𝑡  است. در بخش بعدی معادلات گسسته در روش

EFG .ارائه می شود 

 

 EFGبا روش  استخراج معادلات گسسته -5

و  FRPدر این تحقیق از رفتار خطی برای توصیف تیر بتنی و 

د. شوسازی چسب استفاده میهمچنین از فنرهای معادل برای مدل

همان تیر بتنی و  0گردند، جنس در روابطی که در ادامه ارائه می

در نظر گرفته شده است. انرژی پتانسیل  FRPهمان ورق  1جنس 

 :[48]صورت زیر بیان کرد توان بهساله میکل را  برای این م

(06) 

𝐿 = 𝑈 + 𝑊 = ∑ (
1

2
∫𝜺𝑻𝑫𝒌𝜺 𝑑Ωk
Ω

)

𝑘=1,2

+ ∫
1

2
𝐾𝑛  (𝑢𝑦

(2)
− 𝑢𝑦

(1)
)
2
𝑑Γ

Γ𝒔

+ ∫
1

2
𝐾𝑡  (𝑢𝑥

(2)
− 𝑢𝑥

(1)
)
2
𝑑Γ

Γ𝒔

− ∫𝒖𝑇𝒃 𝑑Ω
Ω

− ∫ 𝒖𝑇 �̅� 𝑑Γ
Γ𝒕

− ∑𝑭𝒊𝒖𝒊

𝑛𝐶𝐹

𝑖=1

 

بار  𝑭𝒊بردار ترکشن در مرزها،  �̅� نیروی حجمی، 𝒃در این رابطه 

ام است. به علاوه  iبردار جابجایی در محل بار  𝒖𝒊ام و  iمتمرکز 

Ω  ،دامنه ی مسالهΓ𝒔 و مرز چسب𝑛𝐶𝐹  تعداد نیروهای متمرکز

ام در حالت تنش kماتریس سختی جنس  𝑫𝒌باشند. همچنین می

بردار جابجایی صفحه به صورت  𝒖بردار کرنش و  𝜺صفحه ای ، 

 شوند:زیر تعریف می

(07) 

𝜺 = [

휀𝑥

휀𝑦

𝛾𝑥𝑦

] = 𝑩𝒖 

𝑩 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

; 𝒖 = [
𝑢𝑥

𝑢𝑦
] 

𝑫𝒌 =
𝐸𝑘

(1 − 𝜐𝑘
2)

[

1 𝜐𝑘 0
𝜐𝑘 1 0
0 0 (1 − 𝜐𝑘)/2

] 

ام  kضریب پواسون جنس  𝜐𝑘مدول یانگ و  𝐸𝑘در روابط فوق 

با توجه به عدم برقراری خاصیت دلتای کرونیکر در توابع است. 

-نمی EFG، اعمال شرایط مرزی اساسی در روش MLSتقریب 

تواند همچون روش اجزاء محدود به صورت مستقیم و بر روی 

ایست بدستگاه معادلات گسسته انجام پذیرد. این شرایط مرزی می

اضافه و اعمال ( 06)یل کل توسط توابع قیدی به تابعی انرژی پتانس

های ضرایب گردند. دو روش مرسوم برای اعمال این قیود روش

لاگرانژ و پنالتی هستند. در اینجا با استفاده از روش پنالتی این قیود 

نصف  0اعمال می شود. با توجه به تقارن موجود در سازه ی شکل 

های هگاه گیردار مؤلفسازه مدل می گردد. در این حالت در تکیه

𝑢𝑥  و𝑢𝑦  و در شرایط مرزی متقارن𝑢𝑥 و نیز چرخش مقید می-

ن توان بیاصورت مختصر زیر میگردند. این شرایط مرزی را به

 کرد:

Γ𝒖 ←   �̃�بر روی مرز اساسی                        (08) = �̅� 

ی جابجایی و یا برداری شامل مقادیر مشخص شده �̅�که در آن 

صورت زیر به �̃�چرخش بر روی مرز اساسی صفحه است. بردار 

 گردد:ارائه می

(01) �̃� = 𝑳𝑏𝒖 

𝑳𝑏  برداری از عملگرهای دیفرانسیلی است که به شکل زیر بیان

 گردد:می



 آرش بهار، مجتبی حقگو

 اول، شمارۀ دهمهف/ تحقیقات بتن، سال  16

(11) 

𝑳𝑏 = [
1 0
0 1

  گاه گیردارتکیه :  [

𝑳𝑏 = [

1 0
0 0
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥

 شرط تقارن :   [

در برابر صفر هستند.  �̅�های بردار نظر مؤلفهی مورد در مسأله

صورت را به (04)ی نهایت انرژی پتانسیل کل ارائه شده در معادله

 صورت زیر اعمالزیر اصلاح و اصل کمینه ی انرژی پتانسیل به

 شود:می
 

(10) 
�̃� = 𝐿 + ∫

1

2
(�̃� − �̅�)𝑻𝜶(�̃� − �̅�)𝑑Γ

Γ𝒖

 

 

(11) 
𝛿�̃� = 0 → ∑ (∫𝛿𝜺𝑻𝑫𝒌𝜺 𝑑Ωk

Ω

) + ∫ 𝛿(𝑢𝑦
(2)

− 𝑢𝑦
(1)

)𝐾𝑛(𝑢𝑦
(2)

− 𝑢𝑦
(1)

)𝑑Γ
Γ𝒔𝑘=1,2

+ ∫ 𝛿(𝑢𝑥
(2)

− 𝑢𝑥
(1)

)𝐾𝑡(𝑢𝑥
(2)

− 𝑢𝑥
(1)

)𝑑Γ
Γ𝒔

− ∫𝛿𝒖𝑇𝒃 𝑑Ω
Ω

− ∫ 𝛿𝒖𝑇 �̅� 𝑑Γ
Γ𝒕

− ∑𝑭𝑖𝛿𝒖𝑖

𝑛𝐶𝐹

𝑖=1

+ ∫ 𝛿(�̃� − �̅�)𝑻𝜶(�̃� − �̅�)𝑑Γ
Γ𝒖

= 0 

 

(13) 

∑ (∫𝛿𝜺𝑻𝑫𝒌𝜺 𝑑Ωk
Ω

) + ∫ 𝛿(𝒖(𝟐) − 𝒖(𝟏))
𝑻
𝑫𝒂(𝒖

(𝟐) − 𝒖(𝟏))𝑑Γ
Γ𝒔𝑘=1,2

− ∫𝛿𝒖𝑇𝒃 𝑑Ω
Ω

− ∫ 𝛿𝒖𝑇 �̅� 𝑑Γ
Γ𝒕

− ∑𝑭𝑖𝛿𝒖𝑖

𝑛𝐶𝐹

𝑖=1

+ ∫ 𝛿(�̃� − �̅�)𝑻𝜶(�̃� − �̅�)𝑑Γ
Γ𝒖

= 0 

 

ام بر روی مرز چسب kبردار جابجایی ماده ی  𝐮(𝑘)در روابط فوق 

Γ𝒔   است که در دامنه یΩk  می بایست تقریب زده شود. همچنین

𝜶 ی ضرایب پنالتی است. ماتریس ماتریسی قطری دربردارنده𝑫𝒂 

 ردد:گصورت زیر تعریف مینیز ماتریس سختی چسب بوده که به
 

(14) 𝐃𝐚 = [
Kt 0
0 Kn

] 

بع ی معادلات، با استفاده از تواگسستهبرای به دست آوردن شکل 

، میدان جابجایی بر حسب پارامترهای گرهی مربوطه MLSشکل 

 صورت زیر تقریب زده می شود:به

(14) 

𝐮 = [
ux

uy
] = ∑[

ϕI(𝒙) 0

0 ϕI(𝒙)
] [

uxI
uyI

]

n

I=1

 

     = ∑𝝓𝐼𝐮I

n

I=1

;      𝐮k = ∑𝝓𝐼
𝒌 𝐮I

𝐤

nk

I=1

 

𝛟Iدر رابطه فوق 
𝐤 و  𝒖𝐼

𝒌 های دامنه ی پوشش در با توجه به گره

( 13ام تعیین می شوند. این روابط در شکل ضعیف )kجنس 

وان تجایگزین می شود. با توجه به پیوستگی توابع موجود همواره می

 جای انتگرال و سیگما را تغییر داد. با این توضیحات خواهیم داشت:

(16) 

∑ ∑∑δ𝐮𝐈
𝐓

n

J=1

n

I=1

[∫ (𝐁𝝓𝑰)
𝐓𝐃𝐤(𝐁𝝓𝑱)d𝛺𝑘

𝛺𝑘

] 𝐮𝐉

k=1,2

+ ∑ ∑δ𝐮𝐈
𝐓

n

J=1

n

I=1

[∫ [𝝓𝑰
1 −𝝓𝑰

2]𝐓𝐃𝐚[𝝓𝑱
1 −𝝓𝑱

2]d𝛤
𝛤𝐬

] 𝐮𝐉

− ∑ δ𝐮𝐈
𝐓

n

I=1

∫𝝓𝑰𝐛 d𝛺
𝛺

− ∑δ𝐮𝐈
𝐓

n

I=1

∫ 𝝓𝑰𝐭 ̅d𝛤
𝛤𝐭

− ∑∑(δ𝐮𝐈
𝐓)

i

n

I=1

(𝝓𝑰)i𝐅i

nCF

i=1

+ ∑ ∑δ𝐮𝐈
𝐓

n

J=1

n

I=1

[∫ (𝐋𝐛ϕI)
𝐓𝛂(𝐋𝐛ϕJ)d𝛤

𝛤𝐮

] 𝐮𝐉 = 0 

 

𝛿𝒖𝑰 با توجه به این که 
𝑻یدلخواه است دستگاه معادلات گسسته 

 نهایی زیر حاصل می شود:

(17) [𝑲 + �̃�]𝑼 = 𝑭 
سهم سختی سازه در ماتریس سختی  𝐊(، 17در دستگاه معادلات )
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ی مربوط بر جمله MLSکل است. این ماتریس از اعمال تقریب 

کار مجازی داخلی تیر و ورق)همان تغییر انرژی کرنشی یا به 

ی چسب )جمله دوم( ی اول( و همچنین سختی معادل لایهجمله

 شود:دست آمده است و به صورت زیر محاسبه میبه

(18) 
𝑲𝐈𝐉 = ∑ [∫ 𝑹I

T𝐃𝐤𝑹Jd𝛺𝑘
𝛺𝑘

]

k=1,2

 

+∫ [𝝓𝑰
1 −𝝓𝑰

2]𝐓𝐃𝐚[𝝓𝑱
1 −𝝓𝑱

2]d𝛤
𝛤𝐬

 

 برابر است با : 𝑹Iکه در آن مقدار 

(11) 𝑹I =

[
 
 
 
 
 
 
∂ϕI

∂x
0

0
∂ϕI

∂y
∂ϕI

∂y

∂ϕI

∂x ]
 
 
 
 
 
 

 

ی مسأله و نیز مرز گیری بر روی کل دامنهاز انتگرال 𝐊ماتریس 

ی اعمال قیود ، ناشی از جمله�̃�شود. ماتریس چسب حاصل می

یر محاسبه ی زگاهی و تقارن با ضرایب پنالتی است و از رابطهتکیه

 شود:می

(31) �̃�𝐈𝐉 = ∫ (𝐋𝐛ϕI)
𝐓𝛂(𝐋𝐛ϕJ)d𝛤

𝛤𝐮

 

( که اثر بارهای خارجی را 16ی)ی دیگر موجود در رابطهسه جمله

-کنند. مولفهرا ایجاد می Fدهند، بردار نیروهای گرهی، نشان می

 گردند:به صورت زیر محاسبه می Fهای 

(30) 𝑭I = ∫𝝓𝑰𝐛 d𝛺
𝛺

+ ∫ 𝝓𝑰𝐭 ̅d𝛤
𝛤𝐭

+ ∑(𝝓𝑰)i𝐅i

nCF

i=1

 

بردار پارامترهای گرهی مربوط به جابجایی های تیر در  Uبردار 

ا هدانیم با مقدار دقیق جابجایی ها در گرهکل دامنه است، که می

مساوی نیست. با این حال پس از به دست آوردن این بردار از 

توان ی دلخواهی از دامنه می،  در هر نقطه(17)دستگاه معادلات 

 جابجایی را به دست آورد.

(31) 𝑼 = {ux
1  uy

1   ux
2  uy

2  …  ux
nt   uy

nt}
T
 

ی مسأله است. پس ها در دامنهتعدادکل گره 𝑛𝑡 (،31)یدر رابطه

-از حل معادلات و به دست آوردن پارامترهای گرهی مقدار تنش

-ی چسب به صورت زیر محاسبه میهای نرمال و برشی برای لایه

 شود:

(33) 
𝜎𝑦 = 𝐸𝑎휀𝑦 = 𝐸𝑎

𝑢𝑦
(2)

− 𝑢𝑦
(1)

𝑡
𝑠𝑖𝑔𝑛(�̅�(2) − �̅�(1))  

=
𝐸𝑎

𝑡
∑([𝜙𝐼

(2)
−𝜙𝐼

(1)]𝑢𝑦,𝐼)

𝑛

𝐼=1

 𝑠𝑖𝑔𝑛(�̅�(2) − �̅�(1))  

(34) 𝜏𝑥𝑦 = 𝐺𝑎휀𝑦 = 𝐺𝑎

𝑢𝑥
(2)

− 𝑢𝑥
(1)

𝑡
=

𝐺𝑎

𝑡
∑[𝜙𝐼

(2)
−𝜙𝐼

(1)]

𝑛

𝐼=1

𝑢𝑥,𝐼 

 

 ارائه می شود. در ادامه مشخصات هندسی تیر و مصالح

 

 مشخصات هندسی تیر و مصالح -6

میلیمتر، طول ورق های  1411طول تیر مورد استفاده در این تحقیق 

FRP  میلیمتر و ورق  0141بالا هرکدامFRP  میلیمتر  1411پایین

میلیمتر است. تیر تحت بار متمرکز  111می باشد. ارتفاع تیر 

P=50 KN ر مدلسازی نصف تیر قرار دارد. با توجه به تقارن، د

مشخصات مصالح بتن و ورق  0شود. در جدول درنظر گرفته می

FRP .نشان داده شده است 

در  مشخصات لایه چسب نیز ارائه شده است. 1در جدول شماره 

در نرم افزار  FRPبخش بعدی توضیحات مدلسازی تیر بتنی باورق 

 اجزا محدود آباکوس ارائه می شود.
 

 FRP مکانیکی و هندسی بتن ومشخصات  -0جدول

 مشخصات تیر بتنی

 طول

(mm) 
 ارتفاع

(mm) 
fc 

(Mpa) 
Ec 

(Mpa) 
𝜈

𝑐
 

5000 200 30 30000 0.15 

     

 FRPمشخصات مکانیکی ورق 

 طول

(mm) 
 ضخامت

(mm) 
fpu 

(Mpa) 
EFRP 

(Mpa) 
𝜈

𝐹𝑅𝑃
 

2500 5 4500 235000 0.3 
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 مشخصات مکانیکی لایه چسب -1جدول 

 𝐸𝑎(𝐺𝑃𝑎) 𝜏𝑝(𝑀𝑃𝑎) (mm)ضخامت

1 3.5 2.4 

 

 مدلسازی در نرم افزار اجزا محدود )آباکوس( -7

ای المان تنش صفحهدر مدلسازی تیر بتنی در آباکوس از 

CPS4R   استفاده شده است که این المان گیرینقطه انتگرال 4با 

ای . تعداد گره هگیردیافته بهره میبندی کاهشفرمولدر حل، از 

 411و تعداد المان های تعریف شده  414تعریف شده در تیر بتنی 

تعداد گره و المان تعریف شده به  FRPالمان می باشد. در ورق 

می باشد. برای مدلسازی رفتار لایه چسب به دو  141و  401ترتیب 

شده است. به عبارت دیگر فرض بر  گرفته در نظر صورت خطی

ال به صورت کامل برقرار است. در این پژوهش این است که اتص

مدل  4شکل  استفاده شده است. 1107از نرم افزار آباکوس ورژن 

 تیر در آباکوس را نشان می دهد.
 

 
 مدل تغییرشکل یافته تیر در آباکوس -4شکل

 

 نتایج بدست آمده -8

با نتایج  EFGمقایسه نتایج روش بدون شبکه  -8-1

 آباکوس 

در نرم افزار  EFGسازی ایج حاصل از مدلدر این بخش نت

Matlab سازی و همچنین مدلFEM افزار با نرمAbaqus  برای

سازی گردند. در مدلبررسی می 0تیر نشان داده شده در شکل

EFG نتایج مدل ارائه شده بر اساس فنرهای خطی معادل، با در ،

ای هنظرگرفتن خواص الاستیک چسب ارائه گردیده است. تنش

سازی، برای لایة چسب میان سطوح بتن برشی و نرمال حاصل از مدل

اند. با توجه به نشان داده شده 7و  6های ، به ترتیب در شکلFRPو 

اهی گتقارن مساله، نیمی از مساله مدل گردیده است و شرایط تکیه

 6است. همانطور که از شکل معادل در وسط تیر اعمال گردیده

رخ داده  FRPرین تنش برشی در لبه ورق شود، بیشتمشاهده می

هم در ورق بالا و هم در ورق پایین(. این  X=1250است )نقطه 

تمرکز تنش در لبة ورق همان تمایل به داشتن جدایی ورق از تیر 

است که باعث افزایش تغییر شکل نسبی چسب شده و باعث افزایش 

بجایی اتنش برشی چسب شده است. در نقاط ابتدا و وسط تیر که ج

نسبی لایه چسب صفر است، مقدار تنش برشی برابر صفر می باشد. 

 انطباق مناسبی با نتایج آباکوس دارد. EFGنتایج بدست آمده با روش 
 

 
 توزیع تنش برشی به دست آمده در لایه چسب -6شکل

 

نتایج تنش نرمال در لایه چسب نشان داده شده است.  7در شکل 

رخ می  FRPمشابه تنش برشی، بیشترین تنشهای نرمال در لبه ورق 

دهد. اما به دلیل کمتر بودن تغییرشکل قائم لایه چسب نسبت به 

تغییرشکل افقی، مقادیر تنش نرمال لایه چسب نسبت به تنش برشی 

 در ابتدا و وسط تیر صفر است که کمتر است. مقادیر تنش نرمال

دلیل آن صفر بودن تغییرشکل لایه چسب است. همانطور که در 

انطباق  EFGدست آمده از روش دیده می شود نتایج به 7شکل 

 خوبی با نتایج آباکوس دارد.
 

 
 توزیع تنش نرمال به دست آمده در لایه چسب -7شکل

 

تریک در مورد یک مطالعه پارام EFGدر ادامه بر اساس مدل 

در مقادیر  FRPتأثیرات ضخامت لایه چسب و ضخامت ورق 

تنش برشی و نرمال لایه چسب انجام شده است. این مقایسه بر 

 FRPاساس نتایج تنش برشی و نرمال در لایه چسب بین ورق 
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 بالایی و تیر بتنی است.

 

 مطالعه پارامتریک  -8-2

ال برشی و نرم در این قسمت تأثیر ضخامت چسب در مقدار تنش

الف همانطور که دیده می -8چسب بررسی می شود. در شکل 

شود مقدار تنش برشی ماکزیمم در لبه ورق با افزایش ضخامت 

یابد. افزایش ضخامت چسب در تنش برشی چسب کاهش می

ب هم همین رفتار -8گاه بی تأثیر است. در شکل نزدیک تکیه

ال ر تنش حداکثر نرمبرقرار است و با افزایش ضخامت چسب مقدا

 در لبه ورق کاهش می باشد.
 

 
 تأثیر ضخامتهای مختلف لایه چسب در الف(تنش برشی چسب  ب( تنش نرمال چسب -8شکل

 

بررسی می شود.  FRPدر این بخش تأثیر افزایش ضخامت ورق 

شود،  با افزایش ضخامت الف دیده می-1همانطور که از شکل 

مقادیر تنش برشی حداکثر در لبه ورق افزایش می  FRPورق 

ب در تنش نرمال چسب  دیده -1باشد. همین رفتار هم در شکل 

مقدار تنش نرمال افزایش  FRPشود و با افزایش ضخامت ورق می

 می یابد.
 

 
 در الف(تنش برشی چسب  ب( تنش نرمال چسب FRPهای مختلف ورق تأثیر ضخامت -1شکل

 

 گیرینتیجه -9

در این پژوهش مدلی برای تحلیل الاستیک خطی تیر بتنی تقویت 

ارائه گردید.  EFGروش عددی بر اساس  FRPهای شده با ورق

در این مدل، رفتار لایة چسب میان سطوح با استفاده از خواص 

صورت فنرهایی خطی در نظر گرفته شد. هدف در الاستیک آن به

های برشی و عمودی در مرز بین ورق این پژوهش تعیین تنش

FRP  و تیر بتنی با روشEFG  می باشد و سپس نتایج این روش

-با خروجی آباکوس مقایسه شده است. نتایج این بررسی نشان می

انطباق بسیار مناسبی با نتایج آباکوس دارد. با  EFGدهد که مدل 

توان از این روش عددی ، میEFGتوجه به پایدارتر بودن روش 

ل یهای غیر خطیِ پدیدۀ جدایش ورق و تیر )از قببرای توسعة مدل

( و پیش بینی جدایش تدریجی Cohesive Zoneهای مدل
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سطوح استفاده کرد. در ادامه تأثیرات افزایش ضخامت چسب و 

افزایش ضخامت ورق در تنشهای وارده بر چسب بررسی شد. با 

افزایش ضخامت چسب تنش برشی و نرمال در چسب کاهش یافت 

ب تنش برشی و نرمال در چس FRPو با افزایش ضخامت ورق 

 افزایش یافت.
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Abstract 

A model based on the Element Free Galerkin (EFG) method in the framework of linear elastic 

assumptions was developed to determine the distribution of interfacial stress in a concrete beam 

reinforced with FRP plates. In this model, the behavior of the adhesive layer between the surfaces 

is considered like a linear spring using its elastic properties, and MLS approximation functions 

are used to approximate the total displacement fields. In addition, the results were calculated and 

presented under the condition of complete adhesion between the surfaces. The results of the model 

were compared with the FEM model in Abaqus software for concrete beam and FRP panel. The 

results show that the EFG method has a good agreement with the outputs of the Abaqus model. 

To conclude this work, a parametric study was performed. It shows how the thickness of the 

adhesive layer and the FRP plate affect the shear and normal stress values of the adhesive. 
 

Keywords: FRP sheet, adhesive layer, shear stress, normal stress. 
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